Implicacions didàctiques de les recerques sobre visualització by Bishop, Alan J.
Butllet´ı de la Societat Catalana de Matema`tiques
Vol. 11, nu´m. 2, 1996. Pa`g. 7–18.
Implicacions dida`ctiques de les recerques sobre
visualitzacio´
Alan J. Bishop
La geometria s’ocupa de la matematitzacio´ de l’espai, i la recerca ha posat de manifest
que hi ha tres a`rees conceptuals principals que poden contenir obstacles potencials per
als alumnes que estudien geometria:
1. l’aprenentatge en relacio´ amb l’espai,
2. l’aprenentatge de la matematitzacio´ de l’espai, i
3. l’aprenentatge de la geometria.
A la majoria de pa¨ısos del mo´n, els nens arriben a l’escola amb certs coneixements del
seu propi mo´n espacial, pero` pocs coneixements matema`tics. Cal fer molta feina a l’escola
prima`ria per tal d’estendre aquestes idees espacials i tambe´ per a introduir les habilitats
matema`tiques ba`siques, com so´n la classificacio´, la descripcio´, la capacitat de relacionar,
habilitats com les que ens permeten descobrir que` e´s una forma triangular, decidir com
anomenar diferents figures de quatre costats, o veure com es pot construir una capsa a
partir de sis peces rectangulars. A l’escola secunda`ria, l’e`mfasi es posara` tradicionalment
en un ventall me´s ampli de temes geome`trics —coordenades, transformacions, vectors,
trigonometria— i en les seves caracter´ıstiques matema`tiques, incloent-hi les relacions i
les aplicacions. A la universitat, els sistemes geome`trics es formalitzaran totalment i es
construiran a partir de fonamentacions axioma`tiques. A tots els nivells d’aprenentatge
hi ha obstacles potencials per a l’estudiant i la recerca ha posat de manifest quins so´n
alguns d’aquests obstacles.
1 L’aprenentatge de l’espai
El primer factor que pot afectar clarament l’aprenentatge es l’e`mfasi que es posa en
l’aritme`tica en detriment de la geometria a l’ensenyament primari. A molts dels pa¨ısos
del mo´n, siguin me´s o menys desenvolupats, l’aparicio´ de la geometria en el curr´ıculum
escolar de prima`ria e´s relativament recent. Un segon obstacle sorgeix del fet que, fins
i tot si es treballa la geometria, per a molts curr´ıculums i per a molts professors que
ensenyen aquest curr´ıculum, aquest treball te´ poca connexio´ amb l’espai real de fora de
l’aula. En particular, i des d’un punt de vista cultural, hem de recone`ixer que, per a
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molts alumnes de tot el mo´n, les idees geome`triques que se’ls ensenya a l’escola estan
basades en una manera d’interpretar l’espai que e´s aliena a la manera d’interpretar-lo en
la seva pro`pia cultura local. Poden ser els fills de famı´lies que han emigrat recentment
a un altre pa´ıs o que pertanyen a una poblacio´ amb una cultura minorita`ria que es veu
eclipsada per la cultura del grup dominant en el propi pa´ıs. La recerca de Bishop (1983)
a Papua Nova Guinea, la de Harris (1980) amb els abor´ıgens australians i la de Pinxten
et al. (1983) amb els indis navahos als Estats Units il.lustren clarament alguns d’aquests
problemes.
Aquest problema e´s part d’una falta d’acord me´s general entre les experie`ncies del
nen (en el sentit me´s ampli) a l’entorn espacial i els conceptes i les idees matema`tiques
que es promouen a l’escola. Prenc com a axioma`tic el fet que l’ensenyament ha d’obtenir
elements de les experie`ncies generals, els ha d’aprofitar i eixamplar, pero` tambe´ s’ha
d’admetre que aquestes experie`ncies varien de nen a nen, de zona a zona i, per descomp-
tat, de pa´ıs a pa´ıs. Mitchelmore (1984), per exemple, assenyala alguns dels aspectes en
que` l’entorn del nen pot ser deficient des d’aquest punt de vista (Mitchelmore, op. cit.,
p. 139):
Molts habitatges a Jamaica no tenen joguines adients als nens. Tenen
menys joguines [que els nens europeus]. Els llibres so´n menys sofisticats i no
hi ha tanta varietat de programes infantils a la televisio´.
Siguin quines siguin les raons d’aquestes difere`ncies en les experie`ncies dels nens en
relacio´ amb l’espai i l’entorn, cal que l’escola no doni res per suposat, sino´ que afavoreixi
activitats adequades per a treballar l’espai com a introduccio´ de les idees geome`triques.
A me´s, per a aprendre geometria e´s absolutament fonamental saber fins a quin punt el
nen ha interioritzat i “agafat” intel.lectualment les seves experie`ncies espacials. E´s capac¸
de parlar d’aquestes experie`ncies? Que` en sap? Sap representar els feno`mens espacials?
La seva cultura d’origen, do´na importa`ncia a la pintura, o al dibuix o a la construccio´ de
models? Sap imaginar i visualitzar les seves experie`ncies espacials fins al punt de poder
comenc¸ar a reflexionar sobre elles?
Per tant, els primers passos dirigits a retirar els obstacles perque` l’alumne aprengui
geometria so´n activitats d’aprenentatge pensades perque` el nen assoleixi una millora de
la comprensio´ del seu propi espai. Si tots els professors de geometria es preocupessin
de preparar “espacialment” els alumnes abans de matematitzar les idees, me´s endavant
trobarien me´s fa`cil la seva tasca d’ensenyar a partir d’aquestes experie`ncies. I els alumnes,
com e´s natural, s’adonarien que ja tenen fonaments espacials amb els quals bastir el
coneixement i la comprensio´ de les idees geome`triques. Ara per ara aquest no e´s encara
el cas.
2 L’aprenentatge de la matematitzacio´ de l’espai
Tanmateix, aprendre idees geome`triques no e´s nome´s aprendre la matema`tica de l’espai.
Tambe´ s’ha de cone`ixer la matematitzacio´ de l’espai. Mentre que a la seccio´ anterior
considera`vem les arrels espacials de la formacio´ geome`trica del nen, ara ens ocupem
primordialment del que es pot ensenyar a partir d’aquestes arrels. E´s clar que tant
els professors d’art com els de geografia, disseny, educacio´ f´ısica i dansa, tenen com a
objectiu, en certa manera, formalitzar la conscie`ncia que de l’espai tenen els nens, uns
me´s que d’altres, basant el desenvolupament de la seva a`rea en les arrels espacials. Pero`
tambe´ e´s clar que el matema`tic veu l’espai de manera diferent d’un artista o un geo`graf.
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Els obstacles que dificulten l’aprenentatge de la geometria es poden pensar, fins a un
cert punt, com a qu¨estions de forma i contingut. Aquesta dicotomia cla`ssica e´s important
a la matema`tica en general, pero` e´s especialment important que tots els professors la
tinguin en compte en relacio´ amb la geometria, perque` als nens la forma, en geometria,
els sembla el seu contingut. Tenim entre mans una representacio´ de l’espai que te´ relacio´
tant amb la forma (manera de representar una idea) com amb el contingut (el que es
representa).
E´s important assenyalar aquest aspecte, perque` quan l’alumne comenc¸a a matema-
titzar les idees espacials e´s quan pot produir-se la confusio´ entre forma i contingut.





representa un triangle? o e´s en si mateix un triangle?










I tots coneixem el cla`ssic problema de l’orientacio´, que sorgeix quan molts alumnes
es neguen a considerar aquesta figura
com a triangle rectangle.
Una altra confusio´ sorgeix del fet que no es pot dibuixar un “triangle qualsevol” en el
mateix sentit que quan diem que x es un “nu´mero qualsevol”. Una vegada s’ha dibuixat
el triangle “qualsevol”, aquest pot convertir-se immediatament, en la ment del nen, en un
triangle espec´ıfic. En aquest nivell cal atacar, per tant, tres fonts principals de problemes
potencials: una nocio´ restringida del que e´s important, una interpretacio´ limitada de les
representacions i la confusio´ de la forma amb el contingut.
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El problema del que e´s important en el context de la geometria te´ molt a veure amb
el que hem dit a la seccio´ anterior. Si, tal com cada vegada es creu me´s que e´s el cas,
l’ensenyament de la geometria comenc¸a amb les experie`ncies espacials del nen, aleshores
en aquest nivell haur´ıem d’ambicionar matematitzar aquestes experie`ncies. Aixo` vol dir,
per exemple, que en lloc d’haver d’aprendre les definicions de cercle, quadrat o rectangle,
el que el nen necessita e´s desenvolupar idees sobre circularitat (e´s a dir, el que permet
que rodin els objectes i el fet que hi hagi una curvatura constant, fet que no passa amb
les figures ovals; i tambe´ que per als nens la circularitat, inicialment, esta` me´s a prop
de la idea d’esfera que de les figures bidimensionals); sobre quadratura (quatre costats,
amb sensacio´ de simetria, una forma molt igual, il.lustrada per la imatge dels quatre
punts cardinals) i rectangularitat (forma de capsa, com l’anomena Freudenthal (1983),
amb una certa simetria, pero` essencialment desequilibrada). Clarament aquestes idees es
desprenen molt me´s fa`cilment dels objectes reals (capses, paquets. . . ) tretes de l’entorn
espacial del nen.
Pero` per que` limitar-nos, o limitar el nen, a la geometria dels objectes petits? Que`
passa amb l’espai a gran escala i el del moviment? Viatges curts i llargs, d’anada i
tornada, amb totes les seves indicacions (“tomba a l’esquerra a la segona cru¨ılla”) tenen
moltes propietats importants me´s endavant a la geometria. Les imatges amb miralls,
els moviments de reflexio´ amb un company, les posicions al voltant d’una taula, els
passos d’una dansa popular, poden tambe´ ser explotats. Les ombres, els miralls co`ncaus
i convexos, els punts de vista inso`lits, poden contribuir a fer que l’alumne s’inici¨ı en
les idees de distorsio´ que estudiara` me´s endavant quan s’analitzin les ampliacions o les
seccions.
La matematitzacio´ de l’espai implica comenc¸ar a reflexionar sobre les caracter´ıstiques
de l’espai que interessen als matema`tics. Per tant, hem d’assegurar que els nens es fixin
en el ma`xim nombre possible de caracter´ıstiques de l’espai: petit i gran, esta`tic i dina`mic,
fruit de l’observacio´ i de l’experie`ncia, sentit i vist, natural i artificial, creat pel professor
i creat per l’alumne.
Permeteu-me considerar a continuacio´ els obstacles que apareixen en la representacio´
d’aquestes idees geome`triques i com superar-los. Com indica`vem abans, l’arrel d’aquest
problema e´s el fet d’adoptar una aproximacio´ massa restringida a la representacio´. Un
aspecte fonamental d’aquest proce´s que sovint s’oblida e´s el de reduir l’entorn espacial,
fet que sovint implica la traduccio´ d’un fenomen de l’espai a gran escala en un full
de paper o en un objecte. Crec que es podrien estudiar dos aspectes prometedors des
d’aquest punt de vista. El primer te´ a veure amb els mapes i el fet de fer-ne, que
semblen ser aspectes ba`sics del nostre “espai cognitiu”. L’altre aspecte te´ a veure amb
les fotografies i la utilitzacio´ de la ca`mera en general. Alguns dels materials del projecte
IOWO (1978) exploten el valor de la fotografia com a representacio´ “entremig”, un tipus
de representacio´ que esta` entre la realitat i el fet de dibuixar-la.
Tornant a les figures que realment es fan servir per a representar idees geome`triques,
reconeixem, en primer lloc, que poden causar moltes dificultats.
A continuacio´ en tenim alguns exemples:
1. Les l´ınies AB i CD es pot dir que tenen la mateixa longitud (Hart, 1981).





2. L’angle B pot ser me´s gran que l’angle A (Kent, 1978).
A B
3. Aquestes l´ınies poden ser paral.leles,
mentre que aquestes no ho so´n (Kerslake, 1979).
4. En diagrames me´s complicats, com aquest,
potser costa de veure la tridimensionalitat (Bishop, 1983).
Existeix clarament un vocabulari visual molt complex, amb molts s´ımbols i conven-
cions, que els estudiants han de comprendre si es vol que puguin donar sentit a les figures
geome`triques, i en aquesta comprensio´ poden sorgir molts problemes com els que acabem
d’examinar. Aquests problemes es poden interpretar entenent que la qu¨estio´ es saber
“llegir” els s´ımbols de l’altra gent. De la mateixa manera que s’apre`n a llegir paraules
i frases, s’ha d’implicar els alumnes en activitats que requereixin fer representacions i
no nome´s simples interpretacions. Aixo` vol dir potenciar el dibuix i proposar tota mena
de representacions. Dibuixar no e´s senzill (Goddnow, 1977); i Fuson i Murray (1978)
han demostrat que e´s me´s fa`cil recone`ixer figures pre`viament retallades que fer-les amb
pals, per exemple, i que fer-les amb pals e´s me`s senzill que dibuixar-les acuradament.
Per tant, hem de ser conscients que dibuixar e´s nome´s una manera de representar les
idees geome`triques. Potser caldria considerar-lo l’u´ltim esglao´ d’una escala d’activitats
de representacio´ que inclouria fer figures amb pals, filferro i cordill, dibuixar a la sorra. . .
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Els alumnes necessiten, doncs, tota mena d’experie`ncies i “traduccions” d’una repre-







Si entenem objecte com a objecte de l’espai real, a petita o gran escala, figura com
a diagrama o fotografia i s´ımbol com a paraules, lletres i tambe´ nu´meros, es poden fer
primer diverses representacions i despre´s fer tota mena de traduccions que poden centrar-
se en els diferents aspectes de la representacio´.
A continuacio´ hi ha tres exemples corresponents al diagrama anterior:
A. En aquesta casella el professor donaria a l’alumne algunes figures, per exemple
tres dibuixos diferents d’un objecte. Amb aquests dibuixos, l’alumne hauria de fer
aquest objecte amb fang.
B. En aquesta casella el professor descriuria verbalment una figura. L’alumne hauria
de construir aquesta figura a partir de la descripcio´. La feina podria desenvolupar-
se a partir de tasques de construccio´ simple, fent servir llapis, regle i corbes, per
exemple.
C. En aquesta casella es donaria a un alumne un objecte i se li demanaria que el
descrigue´s de tal manera que un seu company, separat d’ell per una pantalla, pogue´s
escollir-lo d’entre un grup d’objectes similars.
Evidentment poden sorgir confusions i malentesos, pero`, discutint-los amb els nens,
podria comenc¸ar-se a construir no u´nicament idees i conceptes geome`trics, sino´ tambe´
ajudar a prendre conscie`ncia del que implica la representacio´ d’aquests conceptes. Tot
aixo` pot contribuir a comenc¸ar a desenvolupar el metaconeixement de la geometria (en
particular la necessitat de definicions precises), de les relacions i interconnexions entre
les idees matema`tiques, i del caire general i abstracte de l’activitat matema`tica. En
particular, es pot aclarir la relacio´ entre forma i contingut.
3 L’aprenentatge de la geometria i el paper de la visualitzacio´
L’origen de gran part de les dificultats d’aprenentatge de la geometria te´ a veure amb
la visualitzacio´. Aquesta a`rea recentment ha estat de creixent intere`s per als investiga-
dors en educacio´ matema`tica i e´s important tenir presents aquestes investigacions, no
nome´s des de la perspectiva de l’ensenyament de la geometria, sino´ per a l’ensenyament
i l’aprenentatge de les matema`tiques en general.
Durant me´s de 100 anys, els ensenyants de matema`tiques s’han interessat en la repre-
sentacio´ visual i figurativa de les idees matema`tiques tant en les activitats individuals
com en el proce´s d’ensenyament d’aquestes idees. Totes les idees en relacio´ amb el “suport
visual” estan basades en el coneixement del fet que (a) aquestes representacions visuals
ofereixen una introduccio´ molt potent a les complexes abstraccions de les matema`tiques
i que (b) els “materials manipulatius”, les “representacions concretes” i els “materials
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intu¨ıtius” so´n part dels recursos del professor actualitzat. Avui l’ordinador esta` augmen-
tant enormement la varietat de recursos que ajuden la visualitzacio´, i la seva prese`ncia a
l’aula estimula tambe´ gran quantitat de recerques i el desenvolupament d’aquesta a`rea.
Que` estem, doncs, aprenent de la recerca en aquesta a`rea i quines so´n les preguntes que
cal plantejar-nos de cara al futur?
D’entrada cal fer una important distincio´ entre el nom visualitzacio´, que porta la
nostra atencio´ cap al producte, l’objecte, el que` de la visualitzacio´, les imatges visuals, i el
verb visualitzacio´, que ens fa pensar en el proce´s, l’activitat, l’habilitat, el com visualitzar.
Ja hem vist que aquests dos aspectes tenen a veure amb la geometria, pero` permeteu-me
considerar que` e´s el que ens diuen les recerques espec´ıfiques en aquest camp. Considerant
“l’objecte” de la visualitzacio´, el punt me´s interessant e´s el fet que les visualitzacions (tal
com les anomenare´) so´n de caire molt personal. La imatgeria visual que fan servir
els individus e´s molt variada, fins i tot quan ens restringim a l’activitat matema`tica.
Presmeg (1986) fa una llista de cinc tipus diferents d’imatgeria visual detectats ens els
seus estudiants:
1. Imatgeria concreta, picto`rica (dibuixos en la ment).
2. Imatgeria de models (relacions pures representades en un esquema espacial-visual).
3. Imatges memor´ıstiques de fo´rmules.
4. Imatgeria cineste`tica (en relacio´ amb activitats musculars, e. g. dits “caminant”).
5. Imatgeria dina`mica (que es mou).
A me´s, els alumnes no van utilitzar u´nicament un d’aquests tipus, sino´ que en van
fer servir de diferents segons les situacions. La varietat de visualitzacions generades pels
individus e´s, per tant, un factor important a tenir en compte en considerar l’ensenyament
de les matema`tiques. De la recerca de Gaulin i Puchalska (1983), Ben-Haim, Lappan
i Houang (1985) i tambe´ de la de Krutekskii (1976) i Presmeg (1986) i molts altres
es despre`n que els nens tenen poques dificultats per a generar imatges visuals —una
conclusio´ molt potent per si mateixa de cara a la pra`ctica educativa.
Generalment, assumim que aquestes visualitzacions ajuden i, sovint, de fet ho fan.
Malgrat aixo`, d’altres qualitats de les visualitzacions apareixen en un marc negatiu,
tenen me´s a veure amb els obstacles que elles mateixes poden generar, alguns dels quals
ja han estat esmentats. Per exemple, Hoz (1981) es refereix al que ell anomena rigidesa
geome`trica, deguda al fet que el nen e´s incapac¸ de veure un diagrama d’una manera
diferent. Un nivell superior d’aquesta dificultat apareix quan les visualitzacions esdevenen
s´ımbols dels objectes. Per exemple, el dibuix de l’anomenat cub de Necker que hi ha a
continuacio´ e´s una de les visualitzacions me´s comunes que es fan servir, pero` malgrat
aixo`, per a molta gent e´s un s´ımbol convencional. El fet que cap cub pugui tenir aquest
aspecte a la realitat (a causa de la transformacio´ obliqua) s’oblida en general, fins que
no ens imaginem la forma vista des de dalt, quan semblaria un rombe, no un quadrat.
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Presmeg (1986) resumeix les dificultats que experimenten els “visualitzadors” en el
seu estudi en els segu¨ents tipus:
1. La concretesa d’una u´nica imatge o diagrama pot lligar el pensament a detalls
irrellevants o, fins i tot, introduir informacio´ falsa.
2. La imatge d’una figura esta`ndard pot induir el pensament r´ıgid que impedeix el
reconeixement d’un concepte en un diagrama no esta`ndard.
3. Una imatge incontrolada pot persistir i impedir l’obertura d’altres vies de pensa-
ment me´s profitoses (aquesta dificultat e´s particularment aguda quan la imatge e´s
v´ıvida, intensa).
4. La imatgeria que no va aparellada a processos de pensament anal´ıtic rigorosos pot
no ser de cap utilitat, especialment si e´s vaga.
Encara que sigui temptador creure que totes les visualitzacions han de tenir necessa`-
riament un paper u´til en l’activitat matema`tica, e´s clar que necessitem recerca que ens
ajudi a entendre millor quines de les seves caracter´ıstiques contribueixen significativament
al seu paper en una situacio´ matema`tica donada.
Tornant ara al proce´s de visualitzacio´, aquest e´s reconegut com a proce´s complex, pero`
e´s molt important que els educadors el comprenguin. Una vegada me´s, l’atencio´ principal
rau en la naturalesa individual d’aquest proce´s, i recentment ha crescut molt l’intere`s de
la recerca en aquells estudiants que semblen ser bons duent-lo a terme. Els anomenats
visualitzadors —aquells que en la resolucio´ de problemes prefereixen utilitzar i utilitzen
correctament el processament visual— so´n avui un grup ben estudiat. Krutekskii (1976),
Lean i Clements (1981), Moses (1977), Presmeg (1986) i Suwarsonso (1982) so´n tan sols
alguns dels investigadors que s’han centrat en aquesta a`rea. Pero`, que` hem aprs d’aquest
proce´s?
1. Presmeg (1986) afirma: “Un me`tode de resolucio´ visual e´s aquell que inclou imat-
geria visual, amb o sense un diagrama, com a part essencial del me`tode de solucio´,
fins i tot encara que es facin servir raonaments o me`todes algebraics”.
2. L’escala del “grau de visualitat” de Moses (1977) estava basada en el “nombre de
processos de resolucio´ visuals (e. g. dibuixos, gra`fics, llistes, taules) presents en les
solucions escrites”.
3. El “tipus geome`tric” de Krutekskii (1976) “sent la necessitat d’interpretar visual-
ment les expressions de les relacions matema`tiques abstractes i manifesta una gran
ingenu¨ıtat en aquest aspecte”.
4. El grau de visualitat de Suwarsono (1982) era elevat “si s’arribava a la resposta
correcta i el raonament estava basat en un diagrama (fet per l’alumne) o en alguna
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imatge visual ico`nica (constru¨ıda per l’alumne)”.
Per tant, simplificant, el proce´s de visualitzacio´ sembla que inclou la construccio´ per
part de l’alumne d’algun tipus de visualitzacio´ i la seva utilitzacio´ de manera correcta.
En una revisio´ anterior, aquest autor va definir “l’habilitat de processament visu-
al (VP)” com a aspecte que cal considerar separadament de “l’habilitat d’interpretacio´
d’informacio´ figurativa (IFI)” (Bishop, 1983). VP estava definida de la segu¨ent manera:
“Aquesta habilitat inclou la visualitzacio´ i la traduccio´ de relacions abstractes i infor-
macio´ no figurativa a termes visuals. Tambe´ inclou la manipulacio´ i transformacio´ de
representacions visuals i imatgeria visual. E´s una habilitat de proce´s i no esta` relacionada
amb la forma del material presentat com a est´ımul” (p. 184).
Fins a quin punt e´s necessari aquest tipus d’activitat depe`n totalment de la interaccio´
entre l’est´ımul i l’individu implicat —per exemple, no hi ha mai una u´nica manera de dur a
terme una determinada tasca, ja que cada tasca ha de ser interpretada per cada individu.
El que passi aleshores dependra` de les prefere`ncies de la persona, de la seva memo`ria de
les visualitzacions, de la seva habilitat per a recordar, per a generar o per a escollir
visualitzacions apropiades, i aleshores de la seva habilitat per a operar apropiadament
amb les visualitzacions escollides.
Una implicacio´ d’aquesta ana`lisi e´s clarament el fet que la visualitzacio´ i la utilitzacio´
d’imatgeria e´s una qu¨estio´ molt personal. Cada alumne necessita que se li doni prou
temps per a desenvolupar les seves pro`pies imatges, i no te´ massa sentit que els professors
esperin imatges ide`ntiques com a resultat de processos tan personals. Hem d’anticipar i,
fins i tot, fins a cert punt fomentar la possibilitat de la diversitat en visualitzacio´.
Que` podem dir del desenvolupament de la visualitzacio´ per part del professor? E´s
clar que mitjanc¸ant l’ensenyament e´s factible estimular el desenvolupament de les imat-
ges visuals i la capacitat visualitzadora en general. D’una banda, tenim estudis com
els de Mitchelmore (1984) que tracten aspectes de l’entorn material que interaccionen
en certa manera amb la visualitzacio´. Per exemple, Mitchelmore diu (1984, p. 139):
“Les repercussions de l’entorn familiar queden ben clares amb els casos excepcionals que
apareixen [. . . ] com el del fill d’un meca`nic a casa del qual hi havia taller, o el del fill
d’un paleta que sovint ajudava el seu pare; tots dos nens sobresortien en els exercicis de
simetria a les escoles rurals on estudiaven, la majoria dels alumnes de les quals eren fills
de pagesos”. D’altra banda, sabem per estudis anteriors (Bishop, 1973, Marriot, 1978)
que els materials manipulatius poden contribuir a la creacio´ de visualitzacions i, per tant,
ajuden en el mateix proce´s de visualitzacio´.
Me´s recentment, i en un nivell d’activitat me´s sofisticat, diversos estudis posen de
manifest que la forc¸a i l’accessibilitat de les imatges produ¨ıdes amb ordinador tenen una
influe`ncia que estimula les visualitzacions dels alumnes. Noss (1987), per exemple, diu
(p. 361): “Els resultats d’aquest estudi suggereixen que hi ha conceptes geome`trics que
es veuen estimulats per la participacio´ en un context de geometria de la tortuga”. Tambe´
en relacio´ amb idees geome`triques els estudis de Gallou-Dumiel (1987), Olive i Langenau
(1987) i Osta (1987) demostren, tots de diferents maneres, com un entorn informa`tic
interactiu pot afavorir i, fins a cert punt, desenvolupar les habilitats de visualitzacio´ dels
alumnes, especialment quan es fan servir imatges visuals dina`miques. Hoyles (1987) va
resumir aix´ı la seva recerca basada en la utilitzacio´ de l’ordinador (p. 64): “[En aquest
estudi] l’ordinador, doncs, no es contempla com a professor sino´ com a eina que permet
manipular les representacions gra`fiques i que te´ la capacitat de donar feedback que conte´
informacio´.” L’ordinador e´s, per tant, una eina molt poderosa per al desenvolupament
de la visualitzacio´.
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Tanmateix, el professor tambe´ e´s mencionat en aquesta citacio´, la qual cosa ens
recorda que l’entorn material i social juguen tambe´ un paper en el desenvolupament de
les visualitzacions. Per exemple, a tots els estudis que hem mencionat aqu´ı, l’actuacio´
del professor (i en un dels casos, dels pares) ha estat considerada com a beneficiosa.
Igualment les te`cniques d’ensenyament recollides per Kent i Hedger (1980) semblen ser
u´tils des del punt de vista de la visualitzacio´, pero` tambe´ e´s cert, ho hem vist abans, que
el professor pot crear, inconscientment, problemes als alumnes, concretament en relacio´
amb els obstacles d’aprenentatge en relacio´ amb l’espai i la matematitzacio´ de l’espai.
4 Conclusions
Tal com hem vist, hi ha hagut bons progressos en les recerques sobre l’aprenentatge
de la geometria, i a les classes de matema`tica es poden fer moltes coses per ajudar la
visualitzacio´. Estem, doncs, d’acord amb les afirmacions de Gaulin (1985) i anir´ıem, fins
i tot, me´s enlla` en afirmar: “El meu punt principal e´s que, a l’educacio´ matema`tica,
s’hauria de donar molta me´s importa`ncia als diferents tipus de representacions sobre el
pla de les formes i relacions tridimensionals, tant als plans d’estudi com en el camp de
la investigacio´ i el de la innovacio´”. Hi ha proves del fet que val la pena emfasitzar les
representacions visuals en tots els aspectes de l’ensenyament de la matema`tica. Al mateix
temps, cal que els ensenyants de matema`tiques tinguin present el cara`cter altament
individual i personal de la naturalesa del proce´s de visualitzacio´.
En particular, si s’ente´n millor quin e´s el paper de la visualitzacio´ i s’e´s conscient
dels obstacles amb que` es troben els alumnes quan aprenen geometria, els professors de
matema`tiques tenen poder per a transformar l’ensenyament de la geometria. En lloc de
ser l’assignatura dif´ıcil i avorrida que tracta de l’estudi a`rid de teoremes i demostracions,
que e´s la imatge que molts alumnes tenen de la geometria, es pot guiar l’alumne a
descobrir una disciplina fascinant i molt interessant que estudia, ni me´s ni menys, la
matematitzacio´ de l’espai.
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